CPI2-UM6P Analyse 3 Prof : Taha El Bakkali & Safouane TAOUFIK

TD N°1 : Les séries numériques

Exercice 1
Etudier la convergence des séries :
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Exercice 2
Montrez que pour tout nombre réel x € R :

2n
1. Zn(—l)"% converge et eri?)(—l)"én), cos(x).
2n—+1

2. > (=" (2n+11) converge et ZZZB(—I)"(%H), =sin(x).

Exercice 3

1. Trouver un équivalent de Y _, In(k)

2. Montrer que (2221 ln]gk)féln(nf) L, converge et trouver un équivalent de
n=z

—1)*In
s DM

1

3. Déterminer lim (Zk 2 i Lg) ZInn
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Exercice 4 Pour tout o> 1, on pose

Montrer que lim ((o) =400 et lim ((a)=1.

a—1t a—-+00




Exercice 5

1. Déterminez en fonction de B € R la nature de la série 3, o nlﬁnl_%n)

2. Montrez que la série Y, <o converge si et seulement si a > 1 ou a =1 et

B>1.

1
n<1nf (n)

Exercice 6

1. Soit (uy) la suite définie par u; >0 et Vn € N*, u = —Un__  Déterminer la nature
(un) fi p 1 n+1 \/@
de la série > uy,.

2. Soit up=+/(n— 1)!]_[2;% sin (\/LE) . Déterminer la nature de > uy, .

Exercice 7
Etudier la convergence des séries :
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3. anﬁ , avec a >0

Exercice 8
Etudier la convergence des séries :

1. 37 ,>sin (s%;rg) .
2. E (—1)"ncosn'

n>1 p./ntsinn

Exercice 9 Soit a > 0.

1k
1. Pour tout n € N, justifier l’existence de Ry, = Z,‘:EZH (k—la) et vérifiez que :

+o00 1 1
Ry+Rop1= Y (-DF <k—a - m)
k=n+1

2. Trowver un équivalent de R, et déduire que > Ry, converge.




Exercice 10
Justifier que Y uy, converge et calculer la somme dans les cas suivants
_ n 1
1 un = k=0 ol

_ywn (HrF
2. Un—zkzo Llon—F

Exercice 11  Soit, pour n > 0,u, = Yl

Vn+1
1. Montrer que le produit de Cauchy de > uy et > u, ne converge pas.
2p st = 3p,
2. Soit o : N = N définie par : o(n) = ¢ 4p+1 sin=3p+1,. Montrez que o est une
dp+3 sin=3p+2.
permutation de l'ensemble N. Que peut-on déduire concernant la série ), Ug(n) ?

Exercice 12

1. Soit (un),cy une suite réelle décroissante et positive. On pose : vy = nu,2. Montrer
que :
E un converge si, et seulement si, E vp, converge.

2. En utilisant le principe de condensation de Cauchy, montrer que si »_ uy diverge. alors
> min (un,1/n) diverge aussi.

Exercice 13  On considére une fonction da valeurs réelles définie et dérivable sur lintervalle
[1,400[. On suppose que limy_, oo f(z) = +00 et que la dérivée f' est bornée sur [1,+o0].

1. Vérifier que la série ), -, f(n) est divergente et montrer que

Sa=S "t~ [ F(t)dt
> st~ [

2. Application : Donner un équivalent de > p_;Ink et de S p_ Vk .

Exercice 14
Ftudier la convergence de la série Y sin(n!me)

Exercice 15
Soit f € CYH(R4,R%) telle que

lim (=) = —00.
z—too f(®)

1. Montrer que Y f(n) converge.

2. Donner un équivalent de g:; (k)




Exercice 16  Soit (pn)n>1 la suite croissante des nombres premiers : p1 =2,p3 =3,....

1. Pour a > 1, montrer que ngl

lorsque N tend vers Uinfini. On la note

1— pia admet une limite strictement positive L

1 1 1
2. Montrer que : Y 7Y, & < ¥ < el
Hn:l 1_ﬁ
Sdui .\too 1 1
3. En déduire que : ) ;2] t& = e G
1—-L
n=1 g

4. Montrer que la minoration de gauche de la deuxiéeme question reste valable lorsque
a=1. En déduire que ), p% diverge.

Exercice 17 Pour toute suite (un),cyn, on définit la suite des différences (Aup),cy par
Aty = Up, —Upy1. Soit (“n)neN une suite de réels positifs ou nuls, décroissante et convergeant

vers 0. On pose S =320 (—1)uy,.

1. Montrer que, pour tout p>1,
1 (%21 12
_ - Ak il _1)"AP
5= <kz()2kA u0> +2pzo( 1) APu,,
= n=

2. Soit f:Ry — Ry, une fonction de classe C* telle que, pour tout p € N et tout x > 0,
(=1)Pf®)(z) > 0. On suppose que lim,_, 4o f(n) = 0. Montrer que

+oo
S (D" (n) = 5 F(0) + FAFO) ++ AP F(0) +Ry
n=0

avec [Rp| < 55 |APf(0)]. La série Z(%)kﬂ AF£(0) est la transformée d’Euler de la
série Y (=1)" f(n).




